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FOREWORD on the dynamics of fishes i3 :
the adriatic sea and Volterra’s model




Vito Volterra (1860-1940)

* In 1926 Volterra published a fundamantal
work (parallel to a paper of Alfred Lotka):
“Variazioni e fluttuazioni del numero d’
Individui in specie animali convivent
based on observations of fishery in the
adriatic sea.

* This Is one of the first models describing
the dynamics of populations. We will
present here a a different stochastic model
Inspired by Volterra’s work.



For n=2 Lotka-Volterra, for n=3 Lorenz as a special case.
In general many possibilities including growth, decay,
competition, selection, CHAOS, evolution

Here we follow a different route, we assume that CHAOS-
randomness is intrinsic, is added to the diff egs
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1. From Brown to Einstein-Smoluchowski

Robert Brown 1773-1858
Perrin:mastix-particles in water obs every 30s

Brownsche Bewegung von
Mastixteilchen in Wasser nach Perrin;
eingezeicanet ist die Lagednderung der
Teilchen im Abstand von 30 Sekunden.
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An open problem: How Brownian
dynamics IS related to the 2nd law

lludolf Clausius. 3 MAX PLAN C K
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Albert Einstein
14.3.1879 - 18.4.1955

OSTWALDS KLASSIKER
DER EXAKTEN WISSENSCHAFTEN
Band 199

Untersuchungen iiber die Theorie der
Brownschen Bewegung

(1905)

von
Albert Finstein

mit Anmetkungen von
R. Fiirth
und einem Yorwort ven

W. Trageser
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A. Eiastein,

JE—K‘oordina.len der einzelnen Teilchen um 4 vergriflern, wobei 4
tir jedea Teilchen einen snderen {positiven oder negativen) Weri
hat. Es wird fir 4 ein gewisses Haunfigkeitsgesets gelten: die
Anz_ahl dn der Teiichen, welche in dem Zeitintervall * eine Ver-
schichupg erfahren, welche zwischen 4 und 4 + d4 liegt, wird
durch eine (leichung von der Form

auadriickhar

und ¢ nur ffi
end die Bedr

ertiilie.

dn = np (4} 44

sein. wobei
40
fe(d)yad=1
= - |
r sehr kleine Werte von 4 von Null verschisden ist

ngung

) =@ (—4d)

[567} Wir untersuchen nun, wie der Diffusionskoeffizient von &
abhiingt, woblei wir uns wieder auf den Fall beschriinken, daf die
Anvahl ¥ dar Teilchen pro Volumensinheit nur von 2 und §

ibhidngt.

Es sei

={(z,#) die Anzahl der Teilchen pro Volumen-

einheit, wir herechnen dic Verteilung der Teilchen zur Zeit 7

ous deren

erfeilung zur Zeit & Aus der Definition der

E:u.nktion @ (4) ergibt sich leicht die Anzahl der Teilchen welche
gich zur Zeit {-+t swischen zwei zur X-Achae genkrechien
Eberen mit der Abszissen z und z -4 de befinden. Man erhilf:

A=+

1z, i +v) dx = da. -ff(m+d)¢(d) dd.

4d=—c,

Nun kénnen wir aber, da v sehr klein ist, setzen:

i+t (s, b4~ g—tf:

Feorner entwickeln wit f (x4 4, 1) nach Potenzen von 4:

et ne=r@o+alE8

Diese Entwick

22wy
a1 T2 .- 10 ATt

ung kénnen wir unter dem Integral vornehment, da

zu letetarem njur sehr kleine Worte von 4 etwae beitragen. Wig

erhalten:

of % =00 + oo
f‘f‘ﬁ cr=f. _fqu(d)dd—{-gg f dcp(d)dd—f-aa—?};f -d;rp{d)dd...

Anl der rechten Seite verschwindet wegen @ (x) = ¢ (—z) das

swetle, vierte «

{c. Glied, wihrend von dem erste t, driften, fiinftem

Theorie der  Brownschen Bewegung®.

oto, (tisde jedes folgende gegen das vorhergehende sehr klein ist.

Wir erhalten aus dieser Gleichung, inders wir berficksichtigen. daB  ppgr\>

+
[ e(Ardd=1.

=]
[558] und indem wir
1~ 742
f L wdydd=D
T -m2

aptzen und nur das erste und dritte Glied der rechten Seite be-
riicksichiigen:
3 ot

Dies ist dia bekannte Differentialgleichung der Diffusion, und
man erkennt, daff D der Diffusionskoeffizient ist.

An dicse Entwicklung liBt sich noch cine wichtige Uber-
legung ankniipfen. Wir haben angenommen, daB die einzelnen
Teilchen alle auf dasselbe Koordinatonsysiem bezogen seien. Dies
ist jedoch nicht nétig, da die Bewegungon dox cinzelnen Teilchen
voneinander unabhiingig sind. Wir wollen nun dic Bewegung
jedes Teilchens auf cin Koordinatensysiem bexinhen, dessen
Ursprung mit der Lage des Schwerpunkies des betreffenden
Teilchens™ zur Zeit 1 — 0 zusammenfillt. mit dem Unterachiede,
deB jeizt § (x, i} di die Anzahl der Teilchen bedeutet, deren X-
Koordinaten von der Zeit { = 0 bis zur Zeit { = ¢ um cine Grile
gewachsen isi, welche zwischen o und z + dx liegf. Auch
in diesem Falle #ndert sich also die Funktion f gemiél

Gleichung (1). Ferner muB offenbar fiir & z 0und {=0
oo
o, ) =0 und [ [z Ddr=n
- oo
sein. Das Problem, welches mit dem Problem der Diffusion von
einem Punkie aus (unter Vernachliissigung der Wechselwirkung
der gdiffundierenden Teilchen) dbercinstimmt, ist nun mathe-

matisch vollkommen beslimmt®}: seine Lisung ist:
]

T
A= % ¥ &
WS e T

Die Hiufigkeitsverteilung der io einer beliebigen Zeit ¢ er-
!clg(an Lageniinderungen ist alao dicselbe wie die der zufilligen
i669] Fehler, was zu vermuten war. Von Bedeutung aber ist,




e 1904 theory of thermodyn fluctuations

e 1906 Smoluchowski equation : pde for
distribution functions (Kac: “more direct,
simpler and thus more convincing than
E.”), Influence ofexternal forcesacting on
molecules,

e understood the relation between microscopic
motion and second law of thermodynamics



e Einstein Ann..Physik, Bantl7 (1905) 549-560: “In
dieser Arbeit soll gezeigt werden, dal3 ....

suspendierte Teilchen von mikroskopischer Grolie ...

Bewegungen ausfuhren mussen, ... die leic
nachgewiesen werden konnen..... , so ist die

klass.TD fur mikr. Raume nic
e Smoluchowki: constructsxam

Nt mehr ..gultig, ...”
ples for micros-

copic violation of 2nd law (“limits of validity of
2nd law”) theratchet concept,developes the

theory of fluctuations and rec

urrence time



Experimental work checking the
Einstein-Smoluchowski predictions

e Svedberg, Siedentopf, Gouy
the theory describes Brownian
motion correctly!

* Perrin: systematic,quantitativ
exp. Investigations, msd,
Avogadro-number, Planck’s
constant, Nobel price




2n(r,t) =D, An(r,t); D, = all
ot My,




Langevin : stochastic diffeq. with noise source
(‘100x more simple than E.’),

Fokker : Diss (U Zurich) + letter to Annalen,
p.d.e. for distrib-function in phase space,

Planck : derivation + generalization,
Klein/Kramers : general form of FPE,

Uhlenbeck/Ornstein/Debye/ Onsager/
Falkenhagen : studied special stochastic
processes (lons, ionpairs, dipole molecules)



friction function = const for normal motion
source of noise = white noise (delta correlated)
D - strength of noise




{Tber einen Satz der statistischen D ynamik und seine
Erweiterung in der Quantentheorie.

Von Max Prawck.

Einleitung und Inhaltsiibersichl.

In seiner Theoric der Browwsschen Bewegung hat Hr. A. Fivsveix! fiir
den stationfiren Zustand ciner grofien Zall gleiel beseliaifener Systeme.
dlie kleinen selinelien zufalligen fuBeren Stérungen unterworfen sind, einen
sehe frachtharen Satz entwickelt, der spiiter von 1. A, Forrer® auf den
Full verallgemeinert worden ist, da die Wirkung einer fuBeren Storung
wesentlich mit abhiingt von demi jeweiligen Zustand des von il he-
teoffenen: Systems.  Allerdings hat Foxser in der angefillirten Publika-
tion nur die Fassung des verallgemeinerten Satzes mitgeteilt, niclt aber
vinen Beweis afiir gegeben, weleh letzteren op (ir cine spiitere Ge-
legenheit baldigst in Aussichi stelite. Seit jener Mitteilong sind einige
Jahre verstrichen, ohne dafl meines Wissens die angekiindigte Beweis-
fitheany verdffontlicld wurde. Da man der erwiihnte Satz, namentliel:
in seiner sllgemeinen Fassung, fiir die statistisehe Dynamik eine wieh-
tige Bedeulung besitzi — ich selber habe ilin sehon zu wiederholten
Malen benutzt - -, wml da anderseits seine Rielitigkeit. wie mir hrief-
liche Mitteitungen ans Fachkreisen gezeigt baben, in Zweifel gexogen
wird, so scheint es mir von Wert, einen Beweis desselben zu veriitent-
lichen. Dhes ist der erste Zweck dee folgenden Arbeit.

Xodann habe ich versueht, den Satz so zu erweitern, dafl er auch
vom Standpunkt der Quantentheorie aus die nétigen Anhaltspunkie zur
Bestimmung des statfoniiven Zustandes liefert. Hier st alievdings ein
Vorbelhalt 2z machen. Wenn man sich waf den Standpunkt steflt, daB
die Quantentheorie nur ganz Lestimmte, die sogenannten -statiscliens
Zustaude der Systeme, 2. B, besthnmete Rotationsgesehwindigkeiten, be-
stimmle Anplitoden, zuliBt, so ist win Satz, wie dec hier in Rede
stehende, dherhaupt sinnlos, da dieser ja von kleinen Zustandsinde-
rungen handelt wnd solehe gar nicht eintreten kisnnen. wenn der Zu-

oAl Fasseeee, Ava. d Phys. 19, 8. 37, goi.
“ A Focuwen, Ann, d. Phys. 43. X 812 1014,

328 Sitzung der ]r]l_v:\;ik:\lisr]l-lm:tllcmul.isﬂl.l"n Klasse vam 10 Mai t17

Systempunkte. Von diesen " Punkten werden naell Abbanf der Zeit. r
alle dicjenigen siclt im Alischnilt { . dq) befinden, deren Versehichuug
r zwischen ¢—g° wld g+ dyg—q' liegt. also mach (2}

Noogolg - dg =0 N Wig'y oy - q') ey . {4h)
und demzufolge erhiilt. man die Gesamtzahl der aus allen benachbarten
Absehnitten in den Abschuitt (g, deg) dbergetreteuen Punkte. indem
man den letsten Ausdruck iber ¢ von ¢— & his 4 + K integricet, also:

T4 ¥
f\’—(f.q = [W{q'] . ‘Pq"‘v i T dq' . {40t

[

oder. wenn man staté ¢  als Luegrationsvariable » = g—¢” einfithre:
& i
.-\"“dq . [H"{q ). .. ,{!'} ~dr, {3
r 4

Dieser Ausdruck gibt lie Zahi Jder Systempunkte, welehe sich zur Zeit
£+ 7 in dem Abschnitt {¢, dy) befinden.

Also ist nach (1) die gesuchte Anderung. welche die Verteilunugs-
dichte Wiy in der '_At:it 7 erlitten hat:

+ &
oW i . : . !
% Tz Wil nea,rkede o Wiyl {6y
ir .

4,

-

Hier Kénnen wir sehrethen:

! r ; o T )
PR gt 5. MR =, EWAGERSR T} g PO
und erlialten durcle Einsetzen in (61 mit Beriicksichtigung von (3):

ow 2 Lo
ST = Crec M | v e W) - 2Y
dt (}q( g7} 9 ﬂq‘{ (- 12) (71

wobei zur ADkiirznng pesetzt ist: die mittlere Versehiching
+i
fi"m{w']dr' wy X (k3]
le
nnd das mittlere Verschichungsquadeat
i :
Ir’:p,r,(r'_'lrh' —opE {9)
e
Fiir die Bedeutung der Gleichung (7) ist der Umstand charakteristiseh,
iald die beiden Glicder auf ihrer rechten Neite von gleicher (Grofien-



Stochastic force (assume that only the passive friction
generates noise !!! D = ~4gkT):

(&i(t)) = 05 (&0 (1)) = ot —1')dyy

2

Free particles: v = conserved quantity
Canonical-dissipative: — FPE has exact solutions .

af 0 of
é‘t_@v( f+Dav)

d 2
f”_cm[ KT 21)1”3(“5””




M. von Smoluchowski: “Versuch einer mathe-
matischen Theory der Koagulationskinetik

kolloidaler Losungen”,
Z. physikal. Chemi©92,12¢-135 (1917)

* here Smoluchowski considered the relative
motion of particles and presented new solutions

 this work led to the stochastic theory of absorber
problems, of ion pairs, and finally to the modern
theory of diffusion-controlled reactions



Debye/Huckel/Onsager/Falkenhagen:
lonic pair correlation functions

 Debye/Huckel formulated Smolu-eqgs for pair
correlation functions, presented solutions
iIncluding Coulomb interactions, measurable
effects on electrolytic conductan

e Onsager corrected an error (symmetry),
generalization, TD of irreversible processes

* Falkenhagen found time-dependent solutions,
frequency-dep conductance and shear viscosity

e 60s: Kadomtsev/Klimontovich/Eb: appl to
plasmas



 A.A. Markov 1905-22: developed the
theory of Mchains, Mprocesses,

* the theory was generalized and further
developed by Chapman and Kolmogoro
the modern theory of stochastic processes,

 Kolmogorov/Petrovskii/Piscounov (1937):
Etude de | eq. diff. avec croissance de la

matiere et son application a un problem
biologique




 Kinetic theory of gases: Enskog/Chapman
e molecular distribution functions BBGKY
 method of projection operators Zwanzig

a 1 | [ | 1
EP:L,U; p=p+tp" p=Pp
a 1 1 | [ |
ap=PL(p+p ), L=Ly—vL];




0

S-P(RRW ) =L p(RRVV)

p'=Gp=Qp,n(r,t) = Qpeqjdrz...dr,\,jdvl...dv,\,,o

propagatc :A(t) =exp((1-G)Lt)

0
En(rl t) =0,

00, ) + (0 (0)

t
0, jdr ®(t-7)0,n(r, t-7)
0

t
Q[ dr,..dry [ dv,..dvyv, [ dtA(t = t') oV,
0

+ 1(p7(0))




 Dynamic theory of active osc/circuits:
Helmholtz : “Tonempfindungen”, Rayleigh :
“Theory of Sound”,v.d.Pol, Andronov.

e Stratonovich : Stochastic theory of
driven/active oscill/circuits,

 Klimontovich : Statistical physics of open
systems/active motion, concept of nonlin.BM,

e Transition from driven oscill/circuits to systems
of many interacting driven particles
--> theory of selfpropelled motion



ITamaru Pycnana JleontheBnua CTpaToHOBHYA

Ruslan L. Stratonovich, 31.05.1930 - 13.01.1997

13 smBaps 1997 r. ma 67-M roay Xu3HH cKoHdancs Pycnan
JleonTheBry CrpaToHOBHY — mpodeccop MockoBckoro
rocy 1apcTBeHHOro ynmsepcuteTa. OH camo3absenHo pabo-
Tan B HAYKE CO CTYJAEHYECKOH CKaMbH [0 NMOCHEIHHX IHeH
*u38U. Pycnan JIeOHTEEBHY He 3aHAMAN KakuX-THOO aMA-
HACTPATHBHBLIX OOCTOB, BNEPBLIC BHIEXAJ 34 Tpanuny B 1989
I. ¥ 0k0J10 50 neT cocTosN WIeHOM OMHOM | Toi xe Kadeapsl
tu3mgeckoro dpaxynsrera MT'V.

P.JI. Crparonosru pomuncs 31 mas 1930 r. 8 Mockse.
Cnas skcTepHOM 3K3amMensi, B 1947 r. OH OKOHYHJI IIKOJTY C
30/10TOH MEJaNbLIo M NOCTYNHI Ha Qu3ngeckuit akynsTeT
MI'V, xotopwiit 3axorynn B 1953 r.

Moxno nepewncnaTe erc Oe3ynpevHBIA HOCITYXHOM
CrHcok, 6ubsmorpaduio ero TpyaoB ¥ HAYYHBLIE HATPaILL.
Ho camoe BaxHOE, 0 9eM X0Tea0Cchk 6bl CKa3aTh, — 3TO TO,
uro Pycnan JleorTheBHY ob6namasi YHHKAILHBIM HHTEJUIEK-
ToM. C o/HHAKOBOH NEerxocTei0 OH pa3bupan TOHKHE
BOMPOCHI Kak TeOpHH, Tak H 3kcnepumenTta. Illupora ero
HHTEPECOB y/IHBHTELHA — OT TeOpPHH kKonebanuii @ TeOpHH
HEQOpMANMHK /10 TEOPHH KBAHTOBLIX H3MEpEHHIt, OT TEpMO-
OTHHAMHKH JI0 CAMBIX TOHKHX BOIPOCOB TEOPHH CTOX4CTHYe-
CKMX MpOILECCOB M CTaTHCTHYecKo# ¢(miamxm. MartemaTHku
3HAIOT, CKOJIB JIETKO H r1y6OoK0 OH BI4ie MATEMATAYECKAM
annapaToM.

Hanuwii emy npupomod TanaET mo3somsn Pycnamy
JleoHTBLEBAYY HE TONBKO XOpomo pa3bHpaThcs BO BCEX
NepevYrHCIeHHBIX Bbillle 001aCTSX HAYKH, HO M BHECTH CBOH
BEChbMa CYIIECTBEHHBIH BKJIa/]l B Pa3BHTHE KaXIOH H3 HHX,
Ero xanmupmaTckas mamcceprauds — 3TO HE NPOCTO CTYNEHb
no cayxebro-HayYHOM JIeCTHHIE, 4 OCHOBA JUIS ONyGJIHKO-
BaHHO# B 1961 r. y Hac B cTpane i B 1963, 1967 rr. 8 CIIIA ero
Teneps yike 3HaMeHHTOH nepsoii moHorpadun "U3bpasnsie
Bonpocki  QurykTyaumit B pammorexmmke” (Topics in the
Theory of Random Noise, Vol. I, II). B aroii MorOrpadun
M ObLIa npegnoxeHa (Kak OH €e TOr/Aa Ha3biBaJl) CHMMET-

Pycnan Jleorrsesad CTpaToHOBHY




Yuri Lvovich
Klimontovich

*28.09.1924
+27.11.2002
solved FPE
treated many
special
problems
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stationary nonzero ion velocities in traps

[K. Berg-Sorensen et al. (1992))

ionizatia/

stronge interactions

in ultracold nlasmas
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Our model: particles with energy depot and ‘engine’ (SET)

Friction: v = velocity-dependent,
possibly with a negative part !l! (pumping).
Thermal equilibrium: ~(v) = p = const.. General
nonequilibrium case (SET-model):

y(v?) = (’m— dq ) (4)

c + dv?

where ¢, d, g = positive constants characterizing the
energy flows from a depot to the particle.

20.0

1
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0.0

200 ]. dissipation

—40.0
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Stochastic force (assume that only the passive friction
generates noise !!! D = ~4gkT):

(&i(t)) = 05 (&0 (1)) = ot —1')dyy

Free particles: 14 = conserved quantity

Canonical-dissipative: — FPE has exact solutions .

af 0 of
é‘t_@v( f+Dav)

d 2
f”_cm[ KT 21)1”3(“5””




Velocity distribution

1M
1.1
Eim
Lo
a1
I:I-]‘I:l -0 oo 1D o]
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0.04
0.03
& naz
0.01
T Y

1.0 2.0
F

Above undercritical, below overcritical



For the depot-model the stationary solution reads

s .
Riv)=N (l -I—gi"z) exp [_EE 1"'1 : (28)

The figure 2 shows a cross section of the probability distribution for Rayleich-Helmholtz
and Schienbein-Gruler-Helbing friction function. In case of strong noize and low

(a) (b

Figure 2. (a) Velocity distribotion function of active Brownian particles for the
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0 v,
—n(r,t) =D, An(r,t); D, = =2
i (r,t) =D, An(r,t) D,

S
a5 F
da
25 |

20 r
15 |

Figure 3. Spatial diffusion coefficient ([} in dependence on the driving parameter



Fokker-Planck equation:

dP(rvf) 0 | dPlr.v 1]
Plr.v,)+ D
PR A A I
(e, IP(r,v.t
PLAULURE {”’}

r



Normal BM:

Boltzmann disfunc =

centered around

minimum of potential
Active BM: force equ.

o Active BM: right + left

limit cycle rotation
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10000 active particles in parabolic well (Tilch)
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negative friction at small velocities
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Center of Mass
L= 11201180
II|||||I|"'l""l|||||||||I|||||||||IIIII

Erdmann/E/Mikhailov (PRE, 71, 051904 (2005))



Mikhailov/Zanette (1D)+Erdmann/E./Mikhailov (2D):

Increasing noise induces a phase transition to rot:

Center of Mass
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translation comes to stop -->
1D:osc mode, 2D: rotational mode




Morse potential (shape similar to Lennard-Jones)

(Morse 1928; minimum (-D) at r = sigma; )

&(r; ) = Dlexp(=2b(r; —0))
-~ Zexp(_b(rij -0))]






Velocity creatd by a moving sphere:

Oseen: parallel and radial components of induced

flow of particles located at distance r

Effect of parallelization of motion
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Conclusions

The model of BM due to Einstein & Smolu- ™
chowski Is still source of important applications,

exist many generalizations and applications,

a new direction the theory of BM Is based on
the idea of ‘self -propelled motion (negative
friction / active forces)’

new phenomena are rotations (centrifugal
forces) in external fields, bifurcations, several
modes of collective motion (coll transl. rotat.),

hydrodynamic effects lead to parallelization
new appl to physics /biology /social agents ?
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